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DIFUSION, TRANSPORTE DE MOLECULAS: LEYES DE FICK

n
°(v) . on _  9%n o .
J, =-—D e lera.Ley de Fick y Frin D 5,2 ¢ de Difusion o 2da.ley de Fick en 1d

La ecuacion de difusion es una ecuacion local que permite conocer como cambia el numero de
moléculas por unidad de volumen o concentracion, que en adelante denotaremos como n(x, y, z, t),
en un dado punto si lo conocemos en la vecindad del punto. Su solucion es una funcioén distribucion

gaussiana o normal.

Consideremos el caso de difusion unidimensional y supongamos que la distribucion de N particulas
esta centrada en el origen.

* En este caso n(z,t) solo dependera de una coordenada, la que corresponde a la direccidén en que se
produce la difusién (z)

* La distribucion inicial podemos imaginarla de modo que las particulas estan depositadas sobre el

plano xy. Proponemos una expresion de la forma gausseana:
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SOLUCION DE LA DIFUSION EN 1D

2
Nz
n(z,t) = e 29g(t)
(.0) V2may(t)

Como siguiente paso derivemos la expresion para encontrar las condiciones que aseguren que es una solucion
de la ecuacion de difusion 1d:
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SOLUCION DE LA DIFUSION EN 1D
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1 ) siempre que (05 D 1 ) # 0, es decir, o5 (t) # z*.

Podemos dividir ambos miembros por (

0°n on(z,t . .
El caso ng (t) = z? corresponde a 5z = 0 = zt) _ 0, es decir sin variacion temporal. Para el resto de los

t
valores de z |la solucién propuesta cumple la ecuacion de difusion si:
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SOLUCION DE LA DIFUSION EN 1D

2(+) _ 2 _
Difusion unidimensional Og (t) Og (O) = 2Dt
18r
10 Recordando que supusimos que inicialmente las
L) . particulas se encontraban en el plano perpendicular
il 100 a z podemos asumir:
| |
il 05(0) =0 = 0,(t) =V2Dt
| |
I I ] LI 4 . . . ]
1o =1 Si la concentracion inicial obedece una gaussiana
~ | |
% ok L~ centrada en el origen, después de un tiempo t
| £ seguira siendo una gaussiana centrada en el origen,
r’_ pero con mayor dispersion.
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51 // \ Observar que para todo tiempo se debe cumplir:
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SiA = 20;(0 - f_oooo e=42% dz = \/% = V2ma,(t), conlo cual:
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SOLUCION DE LA DIFUSION EN 1D , ]
o;(t) —o;(0) = 2Dt

Difusion unidimensional

J n(z,t)dz=N Vt

10
L) s Lo que implica que el area bajo la curva es siempre el
g e numero total de particulas que difunden.
—2_ II| |II l
= * La dependencia de g, con (t)z lleva a que la difusién no
N (= B . . . .
& sea un mecanismo eficiente para el transporte de materia
— /N en grandes distancias.
6 \
4t /-!?jf \ e En particular para particulas de mayor masa debido a la
2} dependencia del coeficiente de difusidn:
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* Por este motivo se explica que los organismos desarrollan
sistemas circulatorios. 6



SOLUCIONES ESTACIONARIAS EN DISTINTAS GEOMETRIAS:

Si las concentraciones y los flujos no dependen del tiempo decimos que estamos en un estado
estacionario.

En este caso desde |la ecuacion de continuidad obtenemos que:
on — -
EzO:—V-]n entonces V-], =0

Esta condicion permite obtener soluciones en distintas geometrias validas lejos de fuentes o
sumideros de las particulas.

a) Caso unidimensional: La difusidn por un tubo recto infinito o suficientemente largo es un
problema unidimensional:

— a]’I’lZ
0z

\Y ]T{ =0 y J,, =by conbjuna constante

En estas condiciones, J,, = b; = " donde i es una corriente o flujo neto y A es el area que

atraviesa.



SOLUCIONES ESTACIONARIAS EN DISTINTAS GEOMETRIAS:

b) Caso bidimensional: Supongamos un flujo radial desde un eje, en este caso tenemos un flujo bidimensional
y el sistema de coordenadas adecuado para evaluar el flujo es cilindricas:

—> 1 a(T]nr) 1 a]n(p a]nz 1 a(r]m”)
V . -_—-—_— - == 0 - = 0
Jn r or 7 0g0+6z ~ F or
b, i _
Jor = valida parar # 0

r - 2nrL

Observar que r = 0 implica el eje z es una fuente de particulas. Ademas, i es una corriente constante ya que el
numero de particulas que atraviesa un area 2nrL es el mismo independiente del radio.

Caso tridimensional: Si J,, diverge radialmente desde un punto estamos en el caso tridimensional donde
debemos utilizar coordenadas esféricas, en este caso:

V'E _ 1 a(rzjnr) n 1 5(567’19]119) n 1 a]ngo 0 N 1 a(rzjnr) _
rz  or rsend 06 rsenf d¢ rz2  or

0

Jnr =

= valida parar # 0

En este caso r = 0 corresponde al origen de coordenadas, donde hay una fuente de particulas.

Observar que todos los resultados fueron obtenidos desde la ecuacién de continuidad



USEMOS: ﬁ = —DVn pnara obtener n

on(z)
0z

Caso unidimensional: J,,, = —D VI, = % igualando:

l 1Z
dn(z)z—Edz = n(z)=—m+Cte

Si i>0, las particulas fluyen alejandose en direccién z>0 y entonces n(z) decrece con z.

Si conocemos la concentracién en dos puntos:

( ) ¢ iZl ( ) ¢ iZZ
n(z,) = cte — — n(z,) = cte — —
1 DA 2 DA
Restando miembro a miembro:
iZl iZz n(Zl) — n(Zz)

n(Zl)—n(Z2)=_DA+DA = I = AD Z, — 7,



USEMOS LA PRIMERA LEY DE FICK: ﬁ = —=DVn

Dos dimensiones y siguiendo los mismos pasos:

b on(r) N I dr = dn(n)
Jnr = 2nrl or D2mrL S T MY
n(r) = — DL In(r) + cte

Si conocemos la concentracién en dos puntos:

i i
n(ry) = —ﬁln(rl) +cte n(n) = —ﬁln(rz) + cte

n(ry) —n(ry) = ZniLD In (:_i) o  =91lD n(ry) —n(ry)

La ultima ecuacion corresponde a difusion radial con simetria cilindrica, que se puede aplicar al
estudio de difusion entre capilares.



USEMOS LA PRIMERA LEY DE FICK: [, = —DVn
Tres dimensiones con simetria esférica y siguiendo los mismos pasos:

i on(r) N
Amrr2 ar D4mr?

n(r) =

Jor = dr = dn(r)

~+ cte.
4trD

+cte vy n(ry) = + cte

47TT1D TL'T'Z

n(ry) —n(ry) = i (: — 1) e n(ry) —n(ry)
1

Conociendo la concentracion en dos puntos n(r;) =

41D T 1 1

rn n

Este caso puede ayudar a comprender la difusion de nutrientes hacia una célula esférica o la
difusion de desechos producto del metabolismo.



Difusion desde una célula esférica:

ww) -n) = s (2-2) = 0= 4 Y

rn

Si la célula tiene radio R y la concentracién sobre su superficie es n(r; = R) = ny, mientras que
infinitamente alejados de ella n(r, = ©) = 0, tenemos:

ny

i =4nD— =4nDnoR y
R
4tDnyR noR
n(r) = + cte = — + cte
4nDr r
Desde donde obtenemos: J,,, = —D agir) D:;)R

Este resultado indica que el flujo de moléculas por difusion desde la célula depende del radio de célula
R y no del R? que seria proporcional a su superficie.

Este comportamiento cambia si consideramos otros mecanismos como por el ejemplo el transporte
por la membrana.



Difusion hacia una célula esférica:

n(r) —n(ry) = 47T;D <% _ %) o = 4D Tl(ﬁl) — 7’;(7”2)

L
Si consideramos ahora el flujo hacia la superficie de la célula, asumimos la fuente muy alejada tenemos
que n(r; = ) = ny, mientras que n(r, = R) = 0.

En este ultimo caso, estamos considerando que cuando la particula alcanza la superficie de la célula
gueda atrapada por esta.

] Ng — 0 _4‘7TDn0R
i = 4nD (0 _l) = —4nDnyR y n(r) = — + cte
R
—noR

Ademas. aplicando la condicion n(ry = ) = ny: n(eo) = lim

r—00 r

n(r) =ny (1 — 5) = J..=-D on(r) _ DnoR

+ cte =nyg = cte =nyg

r or r2

Obtenemos una relacion similar respecto al radio R, solo cambia la direccion del flujo de particulas.



CELULA PRODUCIENDO UNA SUSTANCIA: 14

Supongamos que la célula produce una sustancia a un ritmo constante Q por unidad de volumen, la cual
abandona la célula por difusion a través de la membrana con un flujo J,, con constate de difusion D.

En una primera aproximacion supondremos que los poros no afectan el proceso difusivo.

Por la ecuacion de continuidad y dado que estamos en condiciones estacionarias, el material que fluye
a través de una superficie esférica de radio r debe ser igual al producido dentro de |la esfera de radio .

Dentro de la esfera: 4mr?], (r) = %m‘SQ = Jn(r) = %

3
Fuera de la esfera, r>R: 4mtr?],, (r) = gﬂRBQ = Jn(r) = %

Usando la ley de Fick J,,(r) = —D (1) o btenemos integrando:
dn(r) Qr Q
r <R - =73p :n(r)——6—Dr + b,
dn(r)  QR? OR3

r>R

dr ~ 3Dr2 =n(r) = 3Dr + b



CELULA PRODUCIENDO UNA SUSTANCIA:

dn(r) _ Qr Q
r <R o =73p :n(r)——ﬁr + b,

dn(r) OR? OR3
r>R T = T3p.2 = n(r) = 3Dr + b,

Dado que cuandor — o, n(r) - 0 = b, = 0, ademads, en r = R ambas soluciones deben coincidir:

Q QR? QR?
——R?’+b;=—— by =—
6D P17 3D L))
Q ., QFR?
< = = <~
r<R n(r) " + 5D
QR®
> R = ——
rzR n(r) =35

Hemos visto ejemplos con alta simetria, claramente mas sencillos. Pero en los casos que no cuentan con dicha
simetria resulta condicion necesaria solucionar la ecuacion de Laplace con condiciones de contorno.



FIN
CLASE 18
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